Calcolo
La Programmazione Lineare

Spesso un’impresa deve affrontare problemi di natura economica: quando si producono molti prodotti, o solo alcuni, quando si hanno dei limiti da rispettare, quando deve sostenere delle spese fisse e deve opportunamente scegliere una strategia di produzione che sia più redditizia ed economica possibile. Perciò si opera con la Ricerca Operativa, ossia quella disciplina che utilizza il metodo scientifico per i processi decisionali. E spesso l’obiettivo che ogni impresa - o industria che sia - si propone è quello di minimizzare di costi e massimizzare il guadagno.

Il metodo forse più semplice per ottenere tali obbiettivi è la Programmazione Lineare. Infatti, tipico problema di questo metodo è quello di determinare la migliore combinazione produttiva di due o più beni che consenta il massi​mo ricavo, tenendo conto che l'impresa deve rispettare alcuni vincoli, ad esempio non può utilizzare i fattori produttivi (materie prime, lavoro di macchine e di uomini ecc.) in quantità eccedenti alla disponibilità.

La programmazione lineare (P.L.) occupa una parte molto importante della ricerca operativa, in quanto si ha un programma lineare quando il problema economico dell’impresa si può trasformare in un problema matematico avente una funzione lineare di n variabili, che rappresenta la funzione economica (da massi​mizzare o minimizzare), un insieme di vincoli espressi da equazioni, o disequazioni lineari nelle n variabili e infine un sistema di vincoli di segno che esprimono che le variabili non devono essere negative, poiché si tratta di grandezze economiche. I problemi di P.L. sono quindi problemi di massimo e minimo vincolati con funzione e vincoli tutti lineari.
Il metodo grafico

I problemi di P.L. in due variabili si risolvono solitamente con il metodo gra​fico, che permette una visualizzazione dei vincoli sul piano cartesiano e facilita  la ricerca del massimo e del minimo. Per questo motivo, quando è possibile si trasforma un problema di P.L. in più variabili in un problema in due varia​bili indipendenti. Se, invece, non si riesce a indurre la funzione economica in un’altra con sole due variabili indipendenti si utilizza è il me​todo del simplesso, che è un metodo iterativo in quanto partendo da una solu​zione del sistema dei vincoli, con successivi passaggi permette di arrivare alla soluzione ottima (escluso il caso in cui il problema non abbia soluzione). Il metodo simplesso può anche risolvere problemi con due variabili indipendenti ma, essendo un procedimento molto lungo e intenso si preferisce utilizzare il metodo grafico.
Si ha quindi la quindi una funzione economica: 
z = mx1 + nx2 + p
da cui vogliamo ricavare il massimo e il minimo, e siamo soggetti ad un insieme di vincoli, rappresentabili nel sistema:
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Una disequazione lineare in due variabili nel piano cartesiano rappresenta di un semipiano, quindi rappresentando il sistema dei vincoli si ottiene un’area, detta dominio dei vincoli, area ammissibile o regione delle soluzioni ammissibili. Il sistema è soddisfatto dall’intersezione dei relativi semipiani.

Se l’intersezione non è vuota, la soluzione può essere o un polinomio convesso, eventualmente riducibile a un segmento o a un punto, o una regione piana illimitata convessa, detta troncone, avente per frontiera una spezzata aperta.

Nei casi in cui la soluzione del sistema dei vincoli sia l’insieme vuoto o un punto non si può parlare di massimi e di minimi. Lo stesso vale nel caso di un segmento già esaminato. Dobbiamo considerare la ri​cerca dei massimi e dei minimi quando la soluzione del sistema è rappresentata dai punti di un poligono o di un troncone. Se invece il dominio dei vincoli è un poligono, esistono sia il massimo che il minimo assoluto.
Il massimo e il minimo assoluti non possono essere in punti interni al poligo​no, poiché la funzione non ha massimi o minimi liberi ma possono essere so​lo in punti sul contorno. Considerando poi che il massimo e il minimo della funzione su un segmento si trovano agli estremi del segmento, possiamo ricavarci il massimo e/o il minimo della funzione dai vertici del poligono ottenuto. Come? Sostituendo le coordinate di ogni vertice con la funzione economica e confrontando i risultati ottenuti: il valore della funzione economica più grande rappresenta la combinazione delle variabili economiche che determinano di massimo, il valore più piccolo analogamente è il minimo.
Rendiamo più chiaro il procedimento descritto con un esempio.
La nostra azienda di montaggi video, con la diffusione di DVD (Digital Video Disc), si adegua alla nuova tecnologia nata e comincia a produrre e quindi masterizzare DVD oltre ai classici VCD (Video Compact Disc). Sorge però un problema di produzione:
- il masterizzatore d’azienda (ipotizzando assurdamente che ne possiedono solo uno) impiega, per masterizzare un DVD, il doppio del tempo rispetto alla masterizzazione del classico VCD;

- la stampante termica (ossia la stampante che stampa la copertina sul VCD o sul DVD) impiega lo stesso tempo per stampare sia una copertina di VCD che una di DVD;
- il masterizzatore può scrivere solo per 10 ore durante la settimana (per evitare lo sforzo della macchina, la si lascia “riposare”);

- la stampante termica non ha un limite massimo di stampa trascurabile (poiché è molto grande), ma per mantenere la sua efficienza deve stampare almeno per 3 ore a settimana.

Ora, l’azienda, per motivi concorrenziali, decide di vendere il VCD a 2 € e il DVD a 3 €.

Dobbiamo quindi determinare il massimo e il minimo della produzione, e indicando con x1 la quantità di VCD e con x2 la quantità di DVD otteniamo la funzione economica:
z=2x1+3x2
soggetta ai vincoli
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per determinare il dominio dei vincoli (o area delle soluzioni ammissibili), dobbiamo risolvere il sistema di disequazione, prendendo singolarmente ogni disequazione e riportandola sul grafico. Per far ciò occorre trasformare la disequazione in un’equazione e riportandola sul grafico. Ad esempio, la (1) diventa:

x1 + 2x2 = 10

e si individua il semipiano che soddisfa la disequazione sostituendo nella disequazione le coordinate di un punto qualunque di uno dei due semi-piani. Nella prima disequazione si nota immediatamente che il semipiano cercato è quello che con​tiene l’origine O(0, 0).

Analogamente si ha con la (2), ricavando la retta di equazione:
x1 + x2 = 3
E cercando quale semipiano soddisfa. Rappresentiamo anche il vincolo (3) e vediamo quel che abbiamo ottenuto:
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Il quadrilatero ottenuto ha i seguenti vertici:

A(3,0), B(10,0), C(2,4), D(2,1).
Calcoliamo ora il valore della funzione nei vertici del poligono. Otteniamo i seguenti risultati:
z(A) = 6; z(B) = 20; z(C) = 16; z(D) = 7

Quindi la funzione assume il massimo valore z = 20 in B(10, 0) e il minimo valore z = 6 in A(3, 0). Ciò è ulteriormente verificabile tracciando la linea di livello z = 0 passante per l’origine e il vettore OH con H(2, 3) che indica il verso delle z crescenti: il risultato è evidenziato anche dalle linee tratteggiate.
Quindi, tornando dalla matematica alla realtà, se la nostra azienda vuole ricavare il massimo della produzione non deve produrre DVD ma 10 VCD a settimana, e se vuole produrre l’indispensabile per non andare in perdita e per non rovinare i macchinari deve produrre 3 VCD a settimana ma nessun DVD. Risulta quindi evidente che con quei macchinari non è predisposta a produrre DVD e VCD ricavando più che produrre i soli VCD. Certo può produrne, magari (esaminando il punto C) producendo 2 VCD e 4 DVD a settimana, ma paradossalmente l’adeguarsi alla nuova tecnologia le farà ricavare meno.
Il metodo del simplesso
Vediamo ora il metodo del simplesso. Questo metodo, conosciuto anche come “metodo del pivot” (termine francese che significa “perno” o “cardine”) è molto usato e rappresenta il metodo più immediato per calcolare il massimo e/o il minimo di funzioni economiche in cui appaiono più di due incognite, quindi particolarmente complesso da rappresentare mediante metodo grafico, in cui l’uomo è abituato a immaginare un piano con non più di tre incognite (larghezza, altezza e profondità). Con questo metodo si può calcolare il minimo e il massimo utilizzando semplicemente la matrice dei coefficienti e termini noti e tra​sformare questa matrice mediante combinazioni lineari opportune in modo che nella colonna delle variabili scelte come basi compaia un 1 e tutti gli altri coefficienti siano 0. Il valore delle variabili si leggerà nella colonna dei termini noti.

Abbiamo ad esempio la seguente funzione economica:
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Da questi vincoli iniziali possiamo determinare una prima soluzione ammissibile di base, ponendo eguali a zero le prime n  variabili:

x1 = 0,   x2 = 0,   ……….,  xn = 0

e ricavando dai vincoli le variabili di scarto:

xn+1 = b1,    xn+2 = b1, …….,  xn+m = bm

Si completa quindi la seguente tabella:
	ci1
	xi1
	
	a11
	a12
	…….
	a1n
	1
	0
	……
	0
	b1

	ci2
	xi2
	
	a21
	a22
	…….
	a2n
	0
	1
	……
	0
	b2

	………..
	………..
	
	………..
	………..
	………..
	………..
	………..
	………..
	………..
	………..
	………..

	cim
	xim
	
	am1
	am2
	...........
	amn
	0
	0
	.........
	1
	bm


	cr
	c1
	c2
	..........
	cn
	0
	0
	…......
	0

	 Δ r
	 Δ 1
	 Δ 2
	...........
	 Δ n
	 Δ n+1
	 Δ n+2
	……..
	 Δ n+m


A sinistra della tabella si indicano le variabili non nulle che fanno parte della base e i rispettivi coefficienti con cui compaiono nella funzione. Sotto alla ta​bella, per comodità di calcolo, si indicano i coefficienti ci della funzione z e le quantità, dette “valutazioni”, che vengono calcolate tramite la formula:
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Le valutazioni ci servono a capire se la soluzione trovata è ottima o può essere ulteriormente migliorata. Il metodo del simplesso ha procedimenti diversi ma tuttavia analoghi se si vuole calcolare il massimo della funzione economica in esame o il minimo.
Se si vuole calcolare il massimo, occorre osservare tutte le  Δr, e se sono negative o nulle la soluzione tro​vata è ottima e non si può migliorare.

Se invece esiste pure una Δr > 0 allora soluzione può essere migliorata: si deve cercare un’altra so​luzione ammissibile di base trasformando la matrice dei coefficienti con il me​todo del pivot. Fra tutte le  Δ  r > 0 si sceglie la maggiore e si esamina se fra i coefficienti air della rispettiva colonna almeno uno è maggiore di zero; se questo avviene, la variabile xr è la variabile entrante. La variabile uscente invece è data considerando tutti i rapporti positivi bi/air e prendendo il minore di questi rapporti: la variabile di base xs della riga s-esima è la variabile uscente e il termine a è il pivot della trasfor​mazione.

Si trasforma la tabella, tramite equazioni lineari, ottenendo una nuova soluzione ammissibile. Si ripete il procedimento fino a raggiungere l’ottimo.

Il procedimento non porta alla soluzione se nella colonna della variabile xr, nessuna air, è positiva; in questo caso la funzione tende all’infinito.

Nei problemi di minimo si procede in modo analogo, la differenza sta nelle Δ r, poiché stavolta se tutte le  Δr  sono positive o nulle la soluzione è ottima, ma se esiste qualche  Δr <0 si cerca la minore e si procede come per la ricerca del massimo.

Di solito viene utilizzato il metodo per calcolare il massimo. In caso invece che la funzione debba essere minimizzata, allora la si trasforma per essere massimizzata, ossia:

minimizzare la funzione 
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 equivale a massimizzare la funzione 
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Cerchiamo di rendere chiaro tutto ciò con un esempio. Supponiamo che la nostra azienda di montaggi video abbia notevolmente rivoluzionato il proprio settore di registrazione, che la induce a produrre VHS (Video Home System, ossia le comuni videocassette), VCD e DVD. Vende le VHS a 3 €, i VCD a 2 € e i DVD a 3,5 €. Deve però far peso ai dei vincoli, ossia:
- la macchina etichettatrice non può lavorare oltre i 40 minuti a settimana;
- la macchina di riversamento può registrare una VHS in 20 minuti, un VCD in 10 e un DVD in 15 minuti, ma alla settimana non può lavorare più di 600 minuti.
Si deve quindi massimizzare la funzione economica:

z= 300x1 + 200x2 + 350x3
soggetta ai vincoli:
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Introduciamo le variabili di scarto in numero pari ai vincoli, quindi tre. Ottieniamo:

z= 300x1 + 200x2 + 350x3 +0x4 +0x5+0x6
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Si ricava la prima soluzione ammissibile di base:

x1 = 0,  x2 = 0,  x3 = 0,  x4 = 40,   x5 = 120, x6 = 20

Costruiamo la tabella:

	0
	x4
	
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	
	
	40

	0
	x5
	
	4
	2
	3
	0
	1
	0
	
	
	120

	0
	x6
	
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	
	
	20


	cr
	300
	200
	350
	0
	0
	0

	 Δ r
	300
	200
	350
	0
	0
	0

	1.a soluzione
	0
	0
	0
	40
	120
	20


z=0

Vi sono tre  Δ r positivi (300, 200 e 350) perciò la soluzione è migliorabile.

Essendo  Δ 3 il più grande (=350) ed a13 positive la x3 è la variabile in entrata. Essendo 20/1 il più piccolo dei rapporti, x6 è quella uscente.

Si fa perno su 1 , trasformando la matrice moltiplicando l’ultima riga per -1 e sommandola alla prima, poi la si moltiplica per -3 e si somma alla seconda. Otteniamo:
	0
	x4
	
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	
	
	20

	0
	x5
	
	4
	2
	0
	0
	1
	-3
	
	
	60

	0
	X3
	
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	
	
	20

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


	cr
	300
	200
	350
	0
	0
	0

	 Δ r
	300
	200
	0
	0
	0
	-350

	2.a sol.ne
	0
	0
	20
	20
	60
	0


Z=7000

Questa soluzione non è ottima perché due Δr sono positive (300 e 200). Ora la valutazione maggiore è Δ1, quindi x1 è la variabile entrante. Dei rapporti 20/1 e 60/4 il minore è il secondo, quindi la x5 è la variabile uscente.

Si fa perno su 4, si divide per 4 la seconda riga e si trasforma la tabella, ottenendo una nuova soluzione ammissibile di base:

	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6

	0
	x4
	
	0
	0,5
	0
	1
	-0,25
	-0,25
	
	
	5

	300
	x1
	
	1
	0,5
	0
	0
	0,25
	-0,75
	
	
	15

	350
	x3
	
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	
	
	20

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


	Cr
	300
	200
	350
	0
	0
	0

	Δ r
	0
	50
	0
	0
	-75
	-125


3.a sol.:                  15
0
20
5
0
0      z = 11.500

L’unica valutazione positiva è Δ 2=50 ed essendo due ai2 positive, la x2 è la variabile entrante. Dei due rapporti; 5/0,5 e 15/0,5 il minore è il primo, perciò x4 è la variabile uscente.

Si fa perno su 0,5: si moltiplica per 2 la prima riga e si trasforma la tabella ottenendo la nuova soluzione ammissibile di base:

	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6

	200
	X2
	
	0
	1
	0
	2
	-0,5
	0,5
	
	
	10

	300
	x1
	
	1
	0
	0
	-1
	0,5
	-0,5
	
	
	10

	350
	x3
	
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	
	
	20

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


	Cr
	300
	200
	350
	0
	0
	0

	Δ r
	0
	0
	0
	-100
	-50
	-100



4a soluz.:
10
10
20
   0
               0
0

z=12.000

Essendo tutte le Δ r nulle la soluzione trovata:

(10, 10, 20, 0, 0,0) con z = 12.000

è ottima.
Ecco come il metodo del simplesso conduce alla soluzione ottima di una funzione economica: per ottenere il massimo guadagno l’azienda deve produrre settimanalmente 10 VHS, 10 VCD e 10 DVD.
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